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Teil 1 

Welche Zahlenmengen sind bisher bekannt und welche Eigenschaften haben sie.

Bisher bekannt sind die Menge der natürlichen Zahlen
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, der ganzen Zahlen
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 und die Menge der Bruchzahlen Q, die man auch rationale Zahlen nennt. Man sieht, dass man zumindest die natürlichen und die ganzen Zahlen „ der Reihe nach „ hinschreiben kann. Das hat erstaunliche Konsequenzen. Gemeint ist das Riemann Hotel. Dazu stelle man sich ein Hotel vor, das in einem Gang so viele Zimmer hat, wie es natürliche Zahlen gibt. Das bedeutet, dass es zu jeder natürlichen Zahl, die man sich denkt, ein Zimmer mit eben dieser Zahl als Zimmernummer gibt. Das Hotel sei vollständig belegt. Wenn nun weitere Gäste kommen, sagen wir 10, so ist deren Unterbringung in dem ausgebuchten Hotel kein Problem. Dazu zieht der Gast aus Zimmer 1 nach Zimmer 11, der aus Zimmer 2 nach Zimmer 12 usw. usw. Das funktioniert sogar, wenn so viel neue Gäste eintreffen, wie es natürliche Zahlen, ja sogar ganze Zahlen gibt. Wichtig ist nur, dass die neuen Gäste „durchnummeriert“ werden können. Der Mathematiker beschreibt diese Eigenschaft mit den Worten „ Die Menge ( der neuen Gäste ) muss abzählbar sein. Und wie klappt das nun mit dem Belegen der Zimmer? Die alten Gäste belegen die Zimmer mit den ungeraden Zimmernummern. Gast 1 bleibt also , wo er ist. Gast 2 zieht nach Zimmer 3, Gast 3 nach Zimmer 5, Gast 4 nach Zimmer 7 usw. Die Neuankömmlinge belegen dann die Zimmer mit den geraden Zimmernummern. Es ist schon seltsam mit dem Begriff unendlich. Zumindest sollte klar sein, dass es sich dabei nicht um eine Zahl handeln kann. Jeder „Normalbürger“ wird der Feststellung zustimmen, dass es mehr ganze Zahlen als natürliche Zahlen gibt. Aber das ist so nicht richtig, denn man kann die natürlichen und ganzen Zahlen wie zwei unendlich lange Mannschaften nebeneinander stellen, so dass jede natürliche Zahl eine ganze Zahl als Partner erhält und umgekehrt. Dazu stellt man die 1 neben die 0, die 2 neben die 1, die 3 neben die –1, die 4 neben die 2 usw. Selbst die rationalen Zahlen kann man durchnummerieren, wie das folgende Schema zeigt:  

Dazu denke man sich ein Schachbrett, das nach rechts und nach unten ohne Begrenzung sei. Das sieht in etwa so aus. 
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Ergebnis: Auch die rationalen Zahlen lassen sich „ der Reihe nach“ aufstellen. Diese Eigenschaft bezeichnet man auch wie folgt: Die rationalen Zahlen sind abzählbar unendlich.

Wer sich daran stört, dass bei diesem Verfahren z.B. die Zahl 0 recht oft vorkommt, der streiche sie beim zweiten Mal und den nachfolgenden Malen aus der Liste. Ebenso möge er mit allen anderen „Doppelten“ verfahren. Das alles ändert nichts an der Abzählbarkeit der rationalen Zahlen.

Bei der Suche im WWW findet man übrigens mehrfach Hotels mit dem Namen Riemann. Ob die allerdings etwas zu tun haben mit dem hier beschriebenen, sei dahingestellt.


Teil 2 

Von Quadratzahlen und Wurzeln

Zunächst eine sprachliche Festlegung. Die Mathematiker nennen solche Festlegungen auch Definitionen. Also los.

Definition

Es sei a eine positive rationale Zahl und außerdem x ebenfalls eine positive rationale Zahl mit der Eigenschaft 
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. Dann nennt man x die Quadratwurzel aus a und schreibt das als 
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x

=

 . Die Wurzel aus der Zahl 0 ist natürlich die Zahl 0 selbst.

Das war doch nicht schwer. Sofort noch eine Definition!

Definition

Es sei n eine natürliche Zahl. Dann nennt man 
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n

 die Quadratzahl zu n.

Man könnte auch sagen, dass man unter Quadratzahlen diejenigen Zahlen versteht, deren Quadratwurzel eine natürliche Zahl ist. So, nun haben wir Definitionen kennen gelernt. In ihnen werden Begriffe festgelegt. Etwas anderes sind in der Mathematik Behauptungen, die man nachweisen muss. Das geschieht in Sätzen und Beweisen. Bei den Beweisen hält man sich genau an die Definitionen und schon bewiesene Sätze und achtet genau darauf, keinen logischen Fehler zu begehen. Wir kommen somit zu unserem ersten Satz. Sätze werden in der Mathematik üblicherweise durchnummeriert.

Satz 1 Eigenschaften von Quadratzahlen. 

a. Eine gerade natürliche Zahl hat eine gerade Quadratzahl

b. Die Wurzel einer geraden Quadratzahl ist eine gerade natürliche Zahl

c. Eine ungerade natürliche Zahl hat eine ungerade Quadratzahl

d. Die Wurzel einer ungeraden Quadratzahl ist eine ungerade natürliche Zahl

Beweis:

Zu a:

Jede natürlich gerade Zahl kann man als Produkt der Zahl 2 mit einer anderen natürlichen Zahl schreiben. Anders formuliert: Jede natürliche gerade Zahl enthält in ihrer Primfaktorzerlegung den Primfaktor 2. Das führt zur der Folgerung:
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  . Da die 4 den Primfaktor 2 enthält, ist das Quadrat von n offensichtlich eine gerade Zahl.

Zu b:

Hier geht es sogar ganz ohne Formeln, wie wir im Unterricht gesehen haben. Wenn die Quadratzahl den Primfaktor 2 enthält, dann muss dieser Faktor zweimal ( oder 4 Mal, 6 Mal, .. ) vorkommen, da ja in der Primfaktorzerlegung einer Quadratzahl ja alles doppelt vorkommen muss. Damit ist aber auch die Wurzel gerade, da sich die doppelt vorkommenden Primfaktoren ja verteilen müssen. 

Zu c:

Das geht wieder so ähnlich wie in a, denn jede ungerade natürliche Zahl kann man als Summe einer geraden natürlichen Zahl und der Zahl 1 schreiben. Damit kann man aber wie folgt argumentieren: 
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 Damit ist die Quadratzahl natürlich ungerade.

Zu d:

Das ist jetzt ganz leicht. Denn wenn die Quadratzahl nicht gerade ist, dann bedeutet das, dass die Zahl 2 in der Primfaktorzerlegung nicht auftaucht. Dann kann sie aber auch nicht in der Primfaktorzerlegung der Wurzel auftauchen, die somit ungerade ist. ☼

Teil 3

 Das Verdoppeln von Quadraten und seine Folgen


„Tangram“ : Man nehme zwei gleiche Quadrate und schneide sie längs einer Diagonalen durch Man erhält, wenn man die dabei entstehenden kongruenten, gleichschenkligen und rechtwinkligen Dreiecke zu einem Quadrat zusammenlegt, ein Quadrat, das einen doppelt so großen Flächeninhalt hat. Wer es nicht glaubt, der schneide die hier abgebildeten Quadrat aus und probiere es. Wer schönere Bilder haben möchte, bediene sich im WWW. Interessant für die Mathematik an dieser Stelle ist folgendes. Angenommen, diese beiden Quadrat haben die Seitenlänge 1. Dann ist ihr Flächeninhalt ebenfalls gleich 1. Das neue Quadrat hat somit den Flächeninhalt 2. Damit hat das neue Quadrat die Seitenlänge ....... Na wird’s bald?

„Es gibt eine Strecke mit der Länge 
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“

Also gibt es auch diese Zahl selbst. Nur wie schreibt man diese Zahl hin?  Ganz ehrlich, für viele Schülerinnen und Schüler eine recht merkwürdige, um nicht zu sagen d.... Frage. Dazu nimmt man einfach den Taschenrechner und tippt 
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 ein und erhält 1,4142 . Rechnet man die Probe durch Quadrieren, so erhält man ( zumindest bei den Einstellungen meiner beiden TR’s ) 2 . Toll, alles klar, aber halt! Das Quadrat von 1,4142 kann unmöglich 2 sein! Was ist da nur los? Ist 
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 vielleicht gar kein Bruch, vielleicht etwas Neues?
Teil 4 
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ist kein Bruch
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Beweis durch Widerspruch!  Ich hoffe auf das Einverständnis von Martin Guhl, an dieser Stelle seine Zeichnung aus dem WWW zu benutzen. Denn der folgende Beweis, besser seine Grundstruktur, wird durch diese Zeichnung gut dargestellt. Da gibt es jemand, der etwas behauptet. Dann aber kommt jemand, der das Gegenteil behauptet. Darauf reagiert wieder der erste, indem er sagt:“ Schön. Vielleicht hast du ja Recht. Nehmen wir mal an, dass es so ist“.  Wenn es dann gelingt, eine Argumentationskette aufzubauen, die letztlich zu einem offensichtlich unsinnigen Ergebnis führt, bedeutet das, dass die Annahme falsch war. Somit hat der erste also insgesamt Recht.

Satz 2 
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 ist keine rationale Zahl

Beweis:

Jetzt kommt der Typ mit der Regenwolke und behauptet das Gegenteil. Der sonnige Typ lässt sich darauf ein und beginnt wie folgt: Angenommen, die Quadratwurzel aus 2 ist doch ein Bruch. Dann kommt man zu der Schlussfolgerung:
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Das geht nicht. Denn x und y sollten teilerfremd sein. Nach dem vorliegenden Beweis sind sie aber beide gerade Zahlen. Das geht nun wirklich nicht. Das Ergebnis lautet somit:

 „
[image: image16.wmf]2

 ist keine rationale Zahl“. ☼
Teil 5 

Der Zusammenhang von Brüchen und Dezimalzahlen

Nachdem klar ist, dass die Brüche nicht weiter helfen, bleibt noch die Möglichkeit, dass die Dezimalzahlen ( Taschenrechners Liebling ) helfen können. Beginnen wir dabei mit den Brüchen. Dazu betrachten wir wieder nur zuvor vollständig ausgekürzte Brüche. Es gibt zwei Möglichkeiten.

1. Der Nenner des Bruches enthält als Primfaktoren nur die Faktoren 2 und 5. Dann ist es kein Problem den Bruch so zu erweitern, dass im Nenner eine Potenz der Zahl 10 steht. Man muss dazu beim Erweitern nur darauf achten, dass die 2 und die 5 in der selben Häufigkeit in der Zerlegung vorkommen.

2. Wenn auch andere Primfaktoren in der Zerlegung des Nenners vorkommen, hilft folgende Überlegung weiter. Man denke sich einfach irgendeinen Bruch, vielleicht 3/17 oder aber auch 1/123456789987654321123456789 ?? Egal!! Wendet man nun auf diesen Bruch das Verfahren des schriftliche Dividierens an, so gibt es Reste, bei dem Bruch 3/17 können das die Reste 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15 und 16 sein. 17 geht nicht mehr. Für den zweiten Bruch schreibe ich die Möglichkeiten hier nicht auf. Bewahre. Klar ist aber, das es auch für den zweiten, wie überhaupt für jeden Bruch, nur endlich viele verschiedene Reste geben kann, wenn das auch mitunter sehr viele sind. Also taucht bei jedem Bruch irgendwann ein Rest zum zweiten Mal auf, und dann „geht es wieder von vorne los“, will sagen , dass man „in einer Periode gelandet ist“. ☼

Wieso die Sonne? Na, weil das eben ein Beweis war. Es fehlt nur nach der Satz.

Satz 3

Jede Bruchzahl kann in eine endliche Dezimalzahl oder in eine Dezimalzahl, die ab einer gewissen stelle periodisch wird, umgewandelt werden.

Gilt das auch umgekehrt? Und bleiben dann noch Kandidaten für neue Zahlen? Klar!

Satz 4

Jede endliche und ( ab einer gewissen Stelle ) periodische Dezimalzahl kann in ein Bruch umgewandelt werden.

Satz 5

Es gibt unendliche Dezimalzahlen, die nicht periodisch sind.
Beweis von Satz 4

Na ja. So ist z. B. 
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 . Und das kann man natürlich mit jeder anderen endlichen Dezimalzahl machen. Und jetzt zu den Perioden. Wir versuchen uns das an Beispielen klar zu machen. (  Für ganz strenge Mathematiker ist das kein Beweis mehr. Wir wollen es aber hier nicht übertreiben. )

Beispiel 1
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Beispiel 2
Der zweite Fall ist der, bei dem die Periode nicht sofort hinter dem Komma anfängt. Dort funktioniert das Verfahren ähnlich, nur das man zwei Mal mit einer Potenz von 10 multipliziert. Beim ersten Mal zieht man dadurch eine Periode vor das Komma und beim zweiten Mal die Periode bis an das Komma und subtrahiert die Ergebnisse voneinander. Zum Schluss wir dividiert. Alles klar? Ab zum Beispiel!
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☼

Beweis von Satz 5

Kurz und trocken. Zum Beispiel 1,01001100011100001111......... ☼

Wir kommen zur angestrebten Definition.

Definition

Die Menge aller Dezimalzahlen bezeichnet man als die Menge der reellen Zahlen R. Die Zahlen, die dabei zu den rationalen Zahlen hinzukommen, nennt man die irrationalen Zahlen.

Frage: Gibt es eigentlich andere irrationale Zahlen neben 
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?

Teil 6

 Anmerkungen zu mathematischen Beweisen.

Es gibt direkte und indirekte Beweise. 
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 ist ein indirekter Beweis. Ein weiteres Beispiel für einen indirekten Beweis ist folgender: ( Satz 6 und Satz 7 sind Aufgaben aus der diesjährigen Mathematikolympiade aus der ersten, inzwischen abgeschlossenen Runde )

Satz 6

Man wähle aus der Menge M=(1,2,3,4,5…..119,120) 13 beliebige Zahlen aus. Dann gibt es mindestens 2 Zahlen unter diesen 13 Zahlen, deren Abstand nicht größer als 9 ist.

Beweis:

Angenommen, das stimmt nicht. Man wähle dann 13 Zahlen aus und sortiere sie der Größe nach. Der Abstand der Zahlen untereinander muss also immer mindestens 10 betragen. Im Extremfall ist die erste Zahl die 1. Dann ist die zweite Zahl mindestens die 11, die dritte Zahl mindestens die 22 und letztlich die 13. Zahl mindestens die 121. Das geht aber nicht. Wenn die erste Zahl größer als die 1 ist, wird das Gedränge der restlichen Zahlen nur um so größer. ☼

Satz 7

Man wähle aus der Menge M=(1,2,3,4,5…..119,120) 13 beliebige Zahlen aus. Dann  gibt es mindestens 2 Zahlen, deren Differenz ein Vielfaches von 10 ist.

Beweis:

Wenn man von einer natürlichen Zahl eine andere natürliche Zahl abzieht, so erhält man als Ergebnis ein Vielfaches von 10, wenn die beiden Zahlen in der Einerziffer übereinstimmen. Da bei 13 Zahlen nur 10 verschiedene Ziffern zur Verfügung stehen, gibt es also unter den 13 Zahlen Zahlen, die die selbe Einerziffer haben. ☼
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