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Ein mathematischer Aufsatz

von

Matthias Luft

Vorgeschichte: 

Der bibbernde Kuckuck Alfons der 3. saß auf seinem Lieblingszweig und erstarrte. Sein Angstgegner Drago, der Schreckliche, richtete seine Kanone Ludwiglust auf sein Herz. Gleich würde es krachen. So dachte Alfons, der 3. Kuckuck:  „lass ich  mich jetzt fallen oder nicht? Mein kurzes Leben soll doch noch nicht zu Ende gehen!“ Oder vielleicht dieses: „ Welches Rechteck hat bei konstantem Umfang die maximale Fläche? “ Oder vielleicht dieses: „ Gegeben sei ein Quadrat mit den Eckpunkten A, B, C und D. Von dem Eckpunkt A trage man auf die angrenzenden Seiten die Strecke b ab. So erhält man die Punkte Klim und Bim. Man betrachte nun das Dreieck Klim-C-Bim. Für welchen Wert von b hat das Dreieck einen maximalen Flächeninhalt?“  Hat die Welt keine anderen Sorgen? Doch halt, die Rettung   naht.
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Das Ratsgymnasium hat keine Mühen und Kosten gescheut, einen Experten zu bemühen. Es gelang sogar, ein Bild von ihm zu erstellen. Hier ist er nun. 
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Etwas unscharf, etwas albern und überhaupt. Aber egal. Mal sehen und lesen, was dieser Typ so zu berichten hat. Und damit ist die Vorgeschichte beendet. 

Einleitung:

Für Schülerinnen und Schüler einer 9. Klasse gibt es in der Regel zwei Funktionsarten, die sie kennen. Das sind die linearen Funktionen und die Parabeln inklusive ihrer Umkehrfunktionen, den Wurzelfunktionen. Von diesen gibt es unendlich viele. Man denke nur an die Winkelhalbierende im ersten und dritten Quadranten und allen dazu parallelen Geraden. Die Mathematik hat in einer solchen Situation die Aufgabe, ein möglichst einfaches System zu entwickeln, um diese unendlich vielen Funktionen behandeln zu können. Und dieses System ist in diesem Fall ganz einfach. Es gibt nämlich nur drei Funktionen von Bedeutung und Einmaligkeit. Ja, Einmaligkeit. Dabei handelt es sich um:
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Und so sehen die Funktionsgraphen aus:

[image: image30.wmf]
Und was ist mit all den anderen Parabeln und Geraden?  Ganz einfach. Sie entstehen aus diesen drei Prototypen durch Verschieben nach links und rechts, nach oben und unten und durch Stauchen, Strecken und Spiegeln. Bei den Parabeln haben wir das im Unterricht mit den Attributen schlank und breit bzw. dick benannt. Bei den Geraden bewirkt das eine größere oder kleinere Steigung. Wenn das aber so ist, muss man nur die Prototypen verstehen und wissen, wie das Verschieben, Stauchen und Spreizen funktioniert. Dann weiß man alles, zumindest was die graue Theorie angeht. Für die Anwendungen muss man allerdings noch einiges lernen. Etwas anderes fällt noch auf. Die Normalparabel ist achsensymmetrisch zur Wurzelfunktion bzgl. der „Normalgeraden“, also der Winkelhalbierenden. Wir werden sehen, dass sich dahinter die Erkenntnis verbirgt, dass Funktionen und ihre Umkehrfunktionen immer so verhalten. Wo aber ist dann die „zweite Hälfte“ der Parabel nach dem Achsenspiegeln? The answer, my friend, is blowing in the wind! Aber das kennt ihr wahrscheinlich auch schon nicht mehr. Es gibt viel zu klären. Als fangen wir nun an.

Kapitel I Lineare Funktionen.

Problemstellung

Mal angenommen, es fährt ein Zug von A-Town nach B-Town. Die Abfahrtszeit sei 8.30 Uhr. Eine halbe Stunde zuvor ist von B-Town ebenfalls ein Zug gestartet und zwar nach A-Town. Beide Züge mögen mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von circa 90 km/h fahren. Die Entfernung von A-Town und B-Town betrage 160 km. Wann und wo begegnen sich die Züge? Die Strecke ist natürlich zweigleisig. Es kann also nichts passieren. 

Oder ein etwas allgemeineres Problem:

Zwei Wagen fahren hintereinander auf eine Kurve zu, die nicht weiter einzusehen ist. Insbesondere ist zu diesem Zeitpunkt kein Gegenverkehr in Sicht. Es soll eine Sicherheitsabschätzung gemacht werden, ob der hintere Wagen den vorderen noch vor der Kurve überholen kann. Es soll dabei näherungsweise davon ausgegangen werden, dass alle beteiligten Autos mit einer konstanten Geschwindigkeit fahren.

Lösungsbemühungen

Mathematiker beginnen oft und gerne mit Definitionen. Hier kommt nun die erste.

Definition 1

Eine Funktion heißt linear, wenn ihre Zuordnungsvorschrift die Form 
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 hat. Dabei sind m und b beliebige reelle Zahlen. Die Zahl m nennt man die Steigung der Funktion und b den Achsenabschnitt.

Betrachten wir dazu folgendes Bild, dass wir uns in der Klasse 8 im Unterricht erarbeitet haben:
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Man sieht 2 Geraden, an die jeweils ein Steigungsdreieck gezeichnet worden ist. Wir haben damals herausgefunden, dass der Wert der Steigung unabhängig von der Größe des Steigungsdreiecks ist. In den üblichen Bezeichnungen gilt:  
[image: image4.wmf]x

y

m

D

D

=

. Den Achsenabschnitt b liest man an dem Schnittpunkt der Geraden mit der 2. Achse ab. In diesem Fall gilt, dass der Achsenabschnitt für beide Geraden gleich 0 ist. Das ist aber Zufall und hat hier nichts zu bedeuten. Weiter erkennt man, dass die Steigungen zweier zueinander senkrecht stehenden Geraden bis auf den Vorzeichenwechsel, der in diesem Bild nicht angezeigt wird, zueinander jeweils den Kehrwert bilden. Das ist aber ach nicht weiter verwunderlich, denn eine senkrechte Gerade erhält man dadurch, dass man die gegebene Gerade um 90 Grad dreht. Dadurch vertaucht man aber genau 
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 im Steigungsdreieck. Zu guter Letzt sieht man, wie man für eine gegebene Zuordnungsvorschrift den entsprechenden Graphen zeichnet. Um eine Gerade zeichnen zu können, braucht man zwei Punkte, die auf der Geraden liegen. Den ersten Punkt bekommt man durch den Achsenabschnitt b. Ist m eine positive rationale Zahl, so starten man von dem Schnittpunkt mit der 2. Achse wie folgt: Der Nenner gibt an, wie viele Einheiten man nach rechts gehen muss und der Zähler wie viele Einheiten man dann nach oben gehen muss. Falls m negativ ist, geht man eben nach unten.

By the way! Was macht man eigentlich, wenn m gleich der Wurzel aus 2 ist?

Das eben beschriebene Verfahren macht es natürlich auch möglich, zu einer gezeichneten Geraden die zugehörige Funktionsvorschrift abzulesen. Was aber, und das ist eine bisher nicht behandelte Frage, macht man, wenn einem 2 Punkte, die auf der Geraden liegen, angegeben werden , z.B. die Punkte (1/3) und (2/7) oder ganz allgemein 
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? Vielleicht erinnert ihr euch an die analoge Aufgabe bei den Parabel!?! Man setzt einfach diese Werte in die allgemeine Geradengleichung ein und erhält ein Gleichungssytem mit 2 Gleichungen und 2 Unbekannten.
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Als Lösung für m erhält man


[image: image8.wmf]2

1

2

1

x

x

y

y

m

-

-

=


Für b gilt natürlich
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Nun aber an die Arbeit. Findet eine Lösung für das Zugproblem zu Beginn dieses Kapitels. Dieses Problem kann man übrigens auch ganz hervorragend mit einer Tabellenkalkulation lösen. Das solltet ihr auch unbedingt machen. Für das Überholproblem gilt gleiches.
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                    Wagen 1                            
          Wagen 2



      Kurve

(Die Kurve liegt hinter dem   Haus)

Kapitel II Parabeln

Definition 2

Eine Funktion heißt Parabel, wenn ihre Zuordnungsvorschrift die Form 
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 hat. Dabei sind a, b und c beliebige, reelle Zahlen und a ist ungleich 0.

Wie steht es nun um die Behauptung aus der Einleitung, dass es eigentlich nur eine quadratische Funktion gibt, nämlich die Normalparabel 
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 , und alle anderen sich aus dieser durch Verschieben, Stauchen, Strecken und Spiegeln? Dazu betrachten wir folgendes Beispiel.

Es sei
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In der letzten Zeile ist der Funktionsterm unter Verwendung der 2. binomischen Formel auf die so genannte Punkt-Scheitel-Form gebracht worden. Das geht grundsätzlich mit jeder quadratischen Funktion. Es kann höchsten passieren, dass man statt der 2. binomischen Formel die erste binomische Formel benutzen muss. Was kann man nun dieser Darstellung entnehmen?

1. Der Graph von g(x) ist formgleich zu der um den Faktor 2 gestreckten Normalparabel, also 
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2. Im Vergleich zu 
[image: image14.wmf]2
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 ist der Graph von g(x) um 
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 nach rechts verschoben.

3. Im Vergleich zu 
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 ist der Graph außerdem um 10,625 nach unter verschoben.

4. Der Graph von g(x) ist nach oben geöffnet und hat einen Tiefpunkt. Dabei handelt es sich um den Punkt  
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5. Der Graph von g(x) schneidet die 2. Achse an der Stelle -10. Dazu setzt man in der Zuordnungsvorschrift einfach x gleich 0.

6. Der Graph schneidet die 1. Achse an zwei Stellen. Um diese genau zu ermitteln, muss man den Funktionsterm aber noch weiter umformen, und zwar mit Hilfe der 3. binomischen Formel. Und das geht so: 
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Dieses Verfahren funktionier nicht bei jeder quadratischen Funktion. Das ist klar, denn der Graph kann natürlich komplett oberhalb bzw. unterhalb der 1. Achse liegen. Wie bekommt man aber jetzt konkret die die Schnittstellen? Dazu muss man sich klar machen, dass für die Schnittstellen die Bedingung g(x)=0 gilt. Weiter muss man verstehen, dass ein Produkt den Wert 0 annimmt, wenn einer seiner Faktoren gleich 0 ist.  Die Schnittstellen, auch Nullstellen genannt, liegen somit bei  
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Der Rest ist Üben, und zwar auf Papier und mit dem Programm Appomatox. Für diese hier behandelte Funktion g(x) liefert Appomatox:
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Anwendungsbeispiele gibt es natürlich ohne Ende. Hier die Aufgabe zur ZLP 10:
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Kapitel III Umkehrfunktionen

Wir haben uns im Unterricht hoffentlich klar gemacht, dass man zu einer gegebenen Funktion die Umkehrfunktion erhält, wenn man den Funktionsgraph an der „Normalgeraden“ spiegelt.

Dazu betracht man das folgende Bild:
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Die rote Gerade werde als 1. Gerade gezählt und die blaue als 2. Gerade. Die 1. Gerade soll durch die Punkte (-4/0) und (1/2) verlaufen. Zeige, dass die Zuordnungsvorschriften dieser Geraden sich zu
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berechnen. Berechne außerdem die Koordinaten des Schnittpunktes dieser beiden Geraden mit dem Ansatz: 
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Wie ist das aber nun mit der Umkehrfunktion zu einer Parabel? Spiegelt man nämlich eine ganze Parabel an der „Normalgeraden“ , so erhält man für die Umkehrfunktion „zuviel“ Die Hälfte muss abgeschnitten werden. Dazu betrachten wir noch einmal die Parabel g(x).

[image: image36.wmf]
Wir wählen von der gespiegelten Parabel die „obere Hälfte“. Die Parabel besitzt, wie wir gesehen haben, den Tiefpunkt 
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.  Also beginnt die Wurzelfunktion bei 
[image: image24.wmf])

4

5

;

125

,

13

(

-

 Somit lautet die Zuordnungsvorschrift 
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 Welchen Wert hat nun aber a? Dazu folgende Überlegung. Wir haben oben herausgefunden, dass g(x) formgleich zu 
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 ist. Bei dieser Form, und nun kommt es, muss man , wie wir im Unterricht gesagt haben, 8 nach oben gehen, wenn man vom Scheitelpunkt aus 2 nach rechts bzw. links geht. Dass muss sich bei der Umkehrfunktion genau umkehren. Als muss man 2 nach oben gehen, wenn man 8 nach rechts geht. Womit muss man aber 
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 multiplizieren, damit man 2 erhält? Natürlich mit 
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 ! Also lautet das Endergebnis ???
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